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RESUMEN


El sustento del análisis comienza con los números naturales y sus operaciones de suma y multiplicación. Para la resta hay que introducir los números negativos. Para la división los racionales. Las  series infinitas para definir funciones requieren los reales y la solución de ecuaciones algebraicas los complejos. Se definen recursivamente los números naturales a través de conceptos y postulados introducidos por el italiano Peano; uno de los postulados es la inducción matemática completa. Los conceptos son abstractos e implícitos por lo que los estudiantes para asimilarlos requieren madurez matemática. El escribir procedimientos computacionales recursivos para las operaciones de suma y multiplicación ayuda a comprender conceptos y operaciones. En este artículo se presentan programas recursivos en el lenguaje Logo, orientados a la educación. Los programas son simples para que ayuden a la comprensión. Se hacen comentarios sobre la manera de hacerlos más eficientes.  El material es de interés para maestros de matemáticas que quieren mostrar cómo basar la aritmética en pocos postulados y “levantar la parte aritmética de una computadora” con un mínimo de programación, usando conceptos simples como el sucesor y el predecesor de un número natural.

Introducción


La parte medular de la aritmética elemental son las operaciones aritméticas. Los matemáticos formalistas quieren basar todas las matemáticas en unos cuantos postulados y las reglas de la lógica para sobre ellas construir todo los demás por medio de definiciones bien escogidas y demostración de teoremas a partir de los postulados. En temas tan básicos como los números y las operaciones aritméticas de suma, resta, multiplicación y división, nuestra familiaridad es tan grande que con dificultad separamos lo que sabemos en forma rutinaria de razonamientos estrictos basados en los postulados y las reglas lógicas. Constantemente estamos introduciendo acciones intuitivas inconscientemente. Una cosa que nos puede ayudar a separar la intuición y el razonamiento estricto es la computadora, la cual está totalmente desprovista de intuición. Siendo la computadora una máquina tonta que solamente hace lo que se le ordena y siendo la intuición uno de los temas más avanzados de la inteligencia artificial y por lo tanto muy difícil de programar, el escribir programas de computadora para realizar las operaciones elementales prescindiendo de instrucciones explícitas con la que cuentan los lenguajes de alto nivel para realizarlas, puede resultar en un ejercicio muy iluminante. 

Los Postulados de Peano para los Números Naturales  


Según Kronecker (1823 – 1891)  “Dios creó los números naturales, lo demás es obra del hombre.” (Ref. 1, p.7.)  El italiano Giusepe Peano (1858 – 1932) junto con F. L. G. Frege (1848 – 1925) en el siglo pasado en sus estudios de los fundamentos de la matemática introdujeron los lenguajes formales a la matemática (Ref. 4, p. 137). Peano también introdujo una serie de postulados relativos a los siguientes conceptos primitivos.

a) Un conjunto N, cuyos elementos se llaman números naturales. 

b) Un objeto matemático llamado cero, indicado por el símbolo  0.

c) Una relación en N, denotada por la frase “es siguiente de” o “es sucesor de,”  o por el símbolo S.
 Los postulados de Peano son los siguientes:

1. El objeto 0 (cero) pertenece al conjunto N.

2. Si x( N, existe y es único Sx( N  (A cada número natural le corresponde otro número natural llamado su siguiente o su sucesor el cual está unívocamente determinado.)                  

3.   Para todo x ( N, Sx( 0  (Cero no es sucesor de ningún número natural.) 
4. Si  Sx = Sy  entonces  x = y.  (Un número natural no puede ser sucesor de dos distintos números.)

5. Si C es un subconjunto de N  y se cumple que 

(i) 0 ( C;

(ii) x ( C implica que Sx ( C;
Entonces  C = N.
(Si un conjunto C de números naturales cumple las dos condiciones:  i) 0 pertenece a C; ii) Si un número pertenece a C entonces también su siguiente pertenece a C.  Entonces todos los números naturales pertenecen al conjunto C.)

El quinto postulado es la expresión de la inducción matemática completa.

Algunos autores como Landau (Ref. 3, p. 2) no incluyen 0 como parte de los números naturales. Es una cuestión de gustos si se le incluye o no. Naturalmente que los postulados difieren un poco cuando se excluye el cero del conjunto de números naturales, porque en ese caso el número mencionado en los postulados es 1. Algunos autores (Ref. 2, p. 66)  combinan los postulados 1 y 3 en uno solo y por lo tanto hablan de 4 postulados de Peano. 

La operación de suma procede de un teorema que se puede demostrar a partir de los postulados dados arriba. La demostración del mismo se encuentra en la Ref. 1. Enunciamos aquí el teorema:

Teorema: Existe una operación binaria en N, que a cada par ordenado  (x, y)  de números naturales asigna unívocamente un número natural indicado por   x +  y   tal que

1) Para todo x ( N,     x + 0 = x
 2) Para todo x ( N y todo y ( N se cumple  x + Sy = S(x + y)
Por definición al elemento  x  +  y  se le llama la suma de x  e  y.


La operación de multiplicación procede también de un teorema que enunciamos a continuación:

Teorema: Existe una operación binaria en N que a cada par ordenado  (x, y)   de números naturales asigna un número natural indicado por x ( y   tal que:

1) Para todo  x ( N  se cumple que  x ( 0 = 0;

2) Para todo  x ( N  y toda  y ( N  se cumple x ( Sy = x ( y + x
Por definición a x ( y  se le llama el producto de x  e  y  y la operación se llama multiplicación. 


Aunque no lo haremos aquí, con las definiciones de suma y multiplicación y los postulados se pueden demostrar todas las propiedades de estas operaciones tales como la propiedad asociativa de la suma  (x + y) + z  =  x + (y + z),  la propiedad conmutativa de la suma  x + y = y + x,  la propiedad  asociativa de la multiplicación  (x ( y) ( z  = x ( (y ( z), la propiedad conmutativa de la multiplicación   x ( y = y ( x   y las propiedades distributivas de la suma con respecto a la multiplicación (a la izquierda)  x ( (y + z) = x ( y + x ( z; 

(a la derecha)  (x + y) ( z = x ( z + y ( z,  así como varias otras propiedades como 

el llamado elemento neutro de la multiplicación  1 ( x = x ( 1 = x  donde 

1 = S0 (por definición a  1  se le llama uno.). También se pueden demostrar las leyes de cancelación de la suma y de la multiplicación para elementos diferentes de cero, así como las propiedades Sx ( x;  Sx = x + 1. (Ref. 1, pp. 25 – 38; Ref. 3, pp. 3 – 8.) 

Entra la Computadora


Los postulados, definiciones y teoremas que se usan en la formalización de algunas áreas de las matemáticas con frecuencia son muy abstractos para personas que no tienen un cierto nivel de madurez matemática. Se trata de definiciones recursivas en las cuales una operación se define implícitamente por medio de algunas propiedades que cumple. De ahí se pretende poder construir las respuestas a cualquiera de las operaciones. Esto para la mayor parte de los estudiantes que todavía no adquieren suficiente madurez matemática no queda muy claro. El escribir un programa de computadora que construya las  respuestas ayuda a comprender el proceso recursivo de las definiciones.


Ante todo introduciremos el concepto de predecesor, el cual corresponde a la relación inversa del concepto de siguiente o sucesor. Dado que cada número natural tiene un único sucesor, la relación es una función uno a uno, y siempre y cuando se omita el número 0, ya que 0 no es sucesor de ningún número natural, existe la función inversa, a la cual denotaremos con la palabra  predecesor, usando para representarla la  letra P. La definición de P es:  Si   y = Sx,  entonces   x = Py   y podemos escribir   y( N, y ( 0, P = S(1 ,  S = P(1.  Se puede demostrar que  para x ( 0, Px = x – 1.  Aquí hay necesidad de entrar en la resta, pero solamente requerimos restar la unidad. Por definición restar la unidad de un número natural es lo mismo que hallar su predecesor, operación que sabemos hacer y que es posible para cualquier número natural excepto 0.    La omisión de 0 del dominio de P no causa problemas para el procedimiento suma  pues podemos aprovechar la definición específica de suma cuando uno de los sumandos es cero para manejarla. Del teorema que se utilizó para definir la suma podemos escribir

x + Sy  = S(x + y)

Aplicando a ambos miembros la función inversa S(1 = P   bajo la suposición que x ( 0  

S(1(x + Sy) = S(1 S (x + y),

o lo que es lo mismo    

x + y  = Px + Sy, x( 0;

x + y = y, x = 0.

A continuación mostramos un procedimiento en LogoWriter para construir la suma de dos números  x  e   y   basada en la más reciente expresión .
para suma :x :y

si :x = 0 [re :y]

re suma P1 :x  S1 :y

fin

La manera como funciona el procedimiento es que si el primer sumando es el número  0  la respuesta de la función suma es  y. En caso de que el primer sumando no sea cero, la respuesta de la función suma es la suma del predecesor del primer sumando y el sucesor del segundo sumando. Para que el procedimiento funcione se necesitan las funciones P1 y S1. 


Para que el procedimiento de suma dé resultados específicos tendremos que asignarle símbolos a los sucesores de 1, S1, SS1, ....  Para sumas cuyo resultado no pase de 9, los siguientes procedimientos S1 para sucesores y P1 para predecesores funcionan adecuadamente

para S1 :x

si :x = 0 [re 1]

si :x = 1 [re 2]

si :x = 2 [re 3]

si :x = 4 [re 5]

si :x = 5 [re 6]

si :x = 6 [re 7]

si :x = 7 [re 8]

si :x = 8 [re 9]

si :x = 9 [re 10]

fin

para P1 :x

si :x = 1 [re 0]

si :x = 2 [re 1]

si :x = 3 [re 2]

si :x = 4 [re 3]

si :x = 5 [re 4]

si :x = 6 [re 5]

si :x = 7 [re 6]

si :x = 8 [re 7]

si :x = 9 [re 8]

si :x = 10 [re 9]

fin

Algunos ejemplos del uso de este programa los proporcionan los siguientes renglones que se teclean en el centro de mandos de LogoWriter. Las respuestas que aparecen en el renglón inmediatamente debajo de los mandos aparece en el área de trabajo de LogoWriter.

es suma 3 4

7

es suma 4 3

7

es suma 8 0

8

es suma 0 8

8


En el caso de que el resultado de la suma sobrepase 9, es necesario entrar en los detalles del sistema posicional decimal para implementar las funciones P y S que reemplazarán a P1 y S1. El sucesor de un número n  que termine en una cifra decimal diferente de 9 es igual a  n  excepto que la cifra más a la derecha es  el sucesor de la correspondiente cifra de  n.  Si el número  n  termina en 9, el sucesor tiene 0 en la cifra más a la derecha y a su izquierda el sucesor del número formado con las cifras a la izquierda de la última. Lo descrito se puede deducir del teorema de la suma descomponiendo un número de varias cifras en decenas mas unidades.


El predecesor de un número  n  que termina en cualquier cifra excepto 0, es igual a  n  excepto que la cifra más a la derecha es el predecesor de la correspondiente cifra de  n.  Si  n  termina en cero, se pone 9 en el extremo derecho y a su izquierda el predecesor del número  n  al que se le elimina la cifra más a la derecha.


Las ideas expresadas en los dos párrafos anteriores quedan implementadas en los siguientes procedimientos

para s :x

si (cuenta :x) = 1 [re s1 :x]

si (ul :x) = 9 [re (palabra s mul :x 0)]

re (palabra mul :x s ul :x)

fin

para p :x

si (cuenta :x) = 1 [re p1 :x]

si (ul :x) = 0 [re (palabra p mul :x 9)]

re (palabra mul :x p ul :x)

fin

Para probar los procedimientos tecleamos los datos correspondientes a varias sumas:

(es necesario poner P en vez de P1 y S en vez de S1 en el procedimiento suma.)

es suma 132 56

188

es suma 26 0

26

es suma 122 931

1053

es suma 0122 00931

1053

Eficiencia Computacional


Los procedimientos que hemos exhibido, aunque funcionan, no son eficientes desde el punto de vista computacional. La razón es que el procedimiento  suma  hace un número de llamadas recursivas igual al primer sumando. Por ejemplo, si se trata de el cálculo de 

3 + 4, en la primera llamada recursiva el procedimiento resuelve 2 + 5, en la siguiente llamada recursiva resuelve 1 + 6 y en la tercera llamada recursiva resuelve 0 + 7. Como el primer sumando ya es cero, resulta cierta la proposición si :x = 0, y el procedimiento regresa el valor de y, es decir, 7, el cual es el valor de la suma original 3 + 4. En este caso solamente se necesitaron tres llamadas recursivas para obtener el resultado. Sin embargo si el primer sumando fuera 7569, se necesitarian ese mismo número de llamadas recursivas para ir reduciendo unidad por unidad el primer sumando a cero, obviamente un método muy ineficiente. 


Para mejorar la eficiencia computacional de  suma  lo que se puede hacer es en vez de ir reduciendo el primer sumando de uno en uno, se puede reducir de 1000 en 1000 al mismo tiempo que el segundo sumando se va aumentando de 1000 en 1000. Después de 7 llamadas recursivas el primer sumando se habrá reducido a 569 y al segundo sumando se le habrán aumentado siete mil. Ahora lo que procede es ir reduciendo el primer sumando de 100 en 100 en cada llamada recursiva y después de cinco llamadas se habrá reducido a 69, mientras que el segundo sumando habrá aumentado en 500. Debe quedar claro al lector como terminar el proceso: seis llamadas recursivas disminuyendo el primer sumando lo reducen a 9 y posteriormente 9 llamadas lo reducen a 0. En este momento entra la segunda línea que regresa el actual valor de y como resultado de la suma original. El número total de llamadas recursivas es igual a la suma de los dígitos del primer sumando; para nuestro ejemplo esto sería  7 + 5 + 6 + 9 = 27  número mucho inferior a 7569 llamadas sin la modificación.


Invitamos al lector a modificar el procedimiento suma de acuerdo con los lineamientos que hemos dado. No se vale utilizar las operaciones +  y   (  del lenguaje de programación. Todo se debe hacer con las funciones P y S que encuentran predecesor y sucesor, aunque para lograr restar 1000 a un número se tendrá que buscar el predecesor de la cuarta cifra de derecha a izquierda del primer sumando y el sucesor de la cuarta cifra de derecha a izquierda del segundo sumando. La lógica no es muy diferente a la que ya se usó para hacerlo para la primera cifra de derecha a izquierda.

La Multiplicación 


Habiendo entendido la suma, la multiplicación resulta màs fácil de implementar. Primero se tiene que preparar la recursión adecuadamente para que el programa sea igual de simple que el de la suma.  Comenzamos por escribir la identidad

x ( y =  ( x ( 1) ( y +  y

de donde 

x ( y =  (P x) ( y +  y

 El siguiente procedimiento para la multiplicación se basa en la última ecuación

para mult :x :y

si :x = 0 [re 0]

si :x = 1 [re :y]

re suma mult P :x  :y :y

fin

Una prueba del procedimiento mult  se logra tecleando líneas como las siguientes en el centro de mandos de LogoWriter

es mult 12 12

144

es mult 36 21

756

es mult 0 650

0

es mult 1 650

650

es mult 650 1

650

El usuario debe notar y explicar lo tardado de algunas de las ejecuciones en producir una respuesta. Los retrasos son evidencia de la ineficiencia computacional de los procedimientos. Nótese como el procedimiento mult requiere el procedimiento suma y la función P  que ya están disponibles. Existe una gran similitud entre el procedimiento mult y el procedimiento suma.  Cuando el primer factor es 1 (elemento neutro de la multiplicación) el procedimiento regresa el segundo factor  y.  De lo contrario regresa la suma del segundo factor (y) mas el producto del predecesor del primer factor (x)  por el segundo factor. En cada llamada recursiva de la penúltima línea de mult el primer factor va decreciendo en una unidad hasta que se reduzca a uno, mientras que el resultado va creciendo en una cantidad igual al segundo factor en cada llamada recursiva. Cuando el primer factor ha sido reducido a 1, el procedimiento regresa el valor que en ese momento tenga el segundo factor. La primera línea maneja el caso especial en que el primer factor vale 0  (número que no tiene predecesor, por lo que la tercera línea protestaría al aplicársele la función P) e inmediatamente regresa el valor 0 como resultado del producto. 


El procedimiento mult resulta ineficiente para valores grandes del primer factor, debido a que hay que hacer un número de llamadas recursivas igual al valor del primer factor. Cuando el primer factor es grande, se puede ir decrementando dicho valor por millares, centenas, decenas y unidades mientras que el valor del producto en vez de ir aumentando en  y  en cada llamada, aumentaría en 1000 y, 100 y, 10 y  y  y  por cada llamada que afectara a los millares, centenas, decenas y unidades del primer factor. Para no utilizar las operaciones de multiplicación (*) y suma (+)  de LogoWriter, todas las operaciones al modificar mult se deberían realizar con las funciones P y S aplicadas a las cifras convenientes del primer y segundo factor.  Invitamos al lector a que haga esta modificación. Los estudiantes que comprendan estas manipulaciones habrán aprendido cuestiones muy básicas sobre aritmética en la representación posicional de los números. Un proyecto adicional involucraría modificar los procedimientos para que funcionasen para sistemas de numeración con diferentes bases numéricas.  Los proyectos sugeridos le revelarán a los estudiantes como es posible “levantar jalando las asas de las botas la parte aritmética de una computadora” programando mecanismos muy simples que parece que tienen poco que ver con la aritmética. (Posteriormente se tendría que extender la aritmética a los negativos y decimales de punto flotante, sin embargo, la base sería la aritmética de los naturales.)

Conclusión


Hemos presentado ideas que sirven para entender mejor las bases fundamentales de la aritmética. Basado en los postulados y definiciones recursivas de Peano se presentaron procedimientos en LogoWriter para construir la suma y la multiplicación usando un mínimo de elementos (esencialmente el concepto de predecesor, sucesor, recursión, y algunos teoremas básicos de la teoría.)  Los procedimientos se dejaron en su forma más simple para que fuera evidente su estructura y por lo tanto son ineficientes para sumandos y factores grandes. Por otra parte se dieron algunos lineamientos para que los estudiantes asimilen las ideas presentadas y aumenten la eficiencia computacional de los procedimientos. Si el lector hace esta labor se percatará que las rutinas eficientadas siguen esencialmente los algoritmos que se enseñan en la escuela primaria para la suma y la multiplicación, excepto que, para la suma, en vez de saber de memoria la tabla de la suma se procede por un proceso de conteo similar al utilizado con el ábaco.  El análisis de los procedimientos y la experiencia adquirida al modificarlos para que sean más eficientes le revelará a los estudiantes la esencia de la aritmética y sus operaciones fundamentales, mostrándoles como se puede iniciar la construcción del edificio del análisis con ideas muy simples. Este tipo de visión le puede ser de gran utilidad a los profesores de matemáticas. La operación de la división utilizando ideas muy similares ha sido analizada por el autor en la Ref. 5.
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